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1. 概要
本研究では, Schrodinger 作用素 H =  + V とその作用素の関数 '(H) の Lp-空
間における性質を考察した.
1990 年代に Jensen-Nakamura [4] によって多項式オーダーで減衰する十分滑らか
な R 上の関数 ' に対して, 作用素の関数 '(H) の Lp-有界性が示された. Jensen-
Nakamura の結果は, よく知られている H が生成する半群 e tH や H のレゾルベン
ト (H   z) 1 の結果を一般化した主張である. さらに Jensen-Nakamura [3] は '(H)
の Lp-有界性から, スペクトル分解を用いた Besov 空間のノルムを与えた. 2000 年
代には Georgiev-Visciglia [2] や D'Ancona-Pierfelice [1] がこの Besov 空間をポテン
シャル項を持つ波動方程式の研究に応用し, 分散型評価式を導出している.
以上の結果はすべて全空間 Rd における結果であり,外部領域や一般領域では '(H)
の Lp-有界性やスペクトル分解を用いた Besov 空間に関する結果はない. 本研究で
は, C2-級で有界な境界を持った領域において H や '(H) の Lp-空間における性質を
考察し, '(H) の Lp-有界性を示した. この結果は, 外部領域における Besov 空間や波
動方程式を研究する際に基本的な役割を果たすことが期待できる.
2. 関数空間・自己共役作用素
本研究では Lebesgue 空間 Lp(
) や Sobolev 空間 Hm(
), Hm0 (
) 上で作用素を扱
う. 定義は以下のとおりである：
Lp(
) :=

f : 
 上の可測関数
 kfkpLp(
) := Z


jf(x)jp dx <1

(1  p  1);
Hm(
) :=

f 2 L2(
)
 kfkHm(
) := kfkL2(
) + k( )m2 fkL2(
) <1 (m 2 N);
Hm0 (
) := C
1
0 (
)
kkHm(
)
(k  kHm(
) による C10 (
) の完備化):
また Hilbert 空間上で自己共役作用素に対してはスペクトル理論が整備されているた
め, Schrodinger 作用素が自己共役性を持つことが重要である. 自己共役作用素とは,
有限次元空間の Hermite 変換を拡張した概念である. 正確には, 以下のとおりである.
Denition (自己共役作用素). A を Hilbert 空間 H 上の線形作用素とし, 定義域
D(A) が H で稠密であるとする. A の共役作用素 A を
D(A) =
n
u 2H
 9wu 2H such that hAv; uiH ;= hv; wuiH ; (8v 2 D(A))o;
Au = wu; 8u 2 D(A);
1
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と定義する. A が A  A, すなわち
hAu; viH = hu;AviH ; u; v 2 D(A)
であるとき, A は H で対称であるといい, A = A, すなわち
A は対称 かつ D(A) = D(A)
であるとき, A はH で自己共役であるという.
また本研究では, ' は Schwartz 空間 S (R) の関数として議論する：
S (R) :=

f 2 C1(R)
 sup
x2R
jx@f(x)j <1; 8; 8 2 N [ f0g

:
Jensen-Nakamura と同じように ' を多項式オーダーで減衰する十分滑らかな関数と
しても問題ないが, その場合証明が煩雑になる. また応用上 ' 2 S (R) で十分である.
3. 主定理
空間次元 d は d  3 とし, 
 を Rd の C2-級で有界な境界を持った領域とする. 本
研究では, Schrodinger 作用素 H =  + V の Lp-空間における性質を調べる. ここ
で  は Dirichlet Laplacian：
D() = H2(
) \H10 (
); u =
dX
j=1
@2
@x2j
u
であり,ポテンシャル V (x)は 
上の実数値可測関数である. H がHilbert空間 L2(
)
で自己共役であれば, スペクトル分解定理が成り立ち, 任意の Borel 可測関数 ' に対
して, 作用素の関数 '(H) が次のように定義できる：
'(H) =
Z 1
 1
'() dE():
ここで fE()g は H のスペクトル族である. 本研究を通して, ポテンシャル V は以
下の仮定を満たすとする.
Assumption (A): V は 
 上の実数値可測関数であり, V の正の部分 V+ と負の部
分 V  が次の条件を満たす：
V 2 Kd(
) def() lim
r!0
sup
x2

Z

\fjx yjrg
jV(y)j
jx  yjd 2 dy = 0;(A-1)
kV kKd(
) := sup
x2

Z


jV (y)j
jx  yjd 2 dy < d:(A-2)
ここで正定数 d は
d :=
d=2
 (d=2  1)
であり,  (s) (s > 0) はガンマ関数である.
次の主張が本研究の主結果である.
Main Theorem. ' 2 S (R) とし, 1  p  1 とする. さらにポテンシャル V に
Assumption (A) を課す. このとき次の主張が成り立つ.
(i) 作用素 '(H) は Lp(
) 上の有界線形作用素として一意的に拡張できる.
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(ii) ある正定数 Cd;' が存在して, 次が成り立つ.
k'(H)fkLp(
)  CkfkLp(
); 8f 2 Lp(
); 8 > 0:
ポテンシャルに対する仮定において, Kd(
) は Rd での \Kato class" に対応するも
のである. \Kato class" は Schrodinger 作用素の Lp-空間における性質を研究する際
に自然に出てくるポテンシャルの条件である. 詳細は [5, Section A.2] を参照せよ.
ポテンシャル V が Assumption (A)を満たすとき, Schrodinger作用素 H は L2(
)
で自己共役になり, '(H) を L2(
) 上の作用素として定義できる. さらにこのとき
'(H) の定義域 D(H) が H10 (
) \ fu j Hu 2 L2(
)g と一致することと, H は非負な
作用素であることが示される. これらの性質は主定理を示すために重要になる.
4. 証明の概略
ここでは (i) の証明についてのみ述べる. 証明方法は Jensen-Nakamura [4] の方針
に沿って行うため, 一般領域における e tH の核の各点評価や (H   z)  の Lp-Lq 評
価式などを示す必要がある. まず, 証明の基本的な道具を列挙する.
Denition 4.1. 1  p; q  1 とする. 関数空間 lp(Lq) を次のように定義する：
lp(Lq) = lp(Lq)(
) :=
n
f 2 Lqloc(
)
kfklp(Lq) := X
n2Zd
kfkpLq(C(n))
1=p
<1
o
ここで, C(n) は中心を n 2 Zd とする単位立方体である：
C(n) :=
n
x 2 

 max
i=1; ;d
jxi   nij  1
2
o
:
Remark 4.2. lp(Lq) は次の性質をもつ：
lp(Lq) ,! Lp(
) \ Lq(
) (1  p  q  1):
Lemma 4.3. 1  p  q  1 とし, K(t; x; y) を e tHV の積分核とする. このとき次
が成り立つ.
jK(t; x; y)j  (2t)
 d=2
1  kV kKd(
)=d
e jx yj
2=8t; 8t > 0; 8x; 8y 2 
:
Lemma 4.4. 1  p  q  1,  > d(1=p   1=q)=2 とし, M > 0 とする. このとき,
正定数 C = C(d; p; q; ; z) > 0 が存在し, 次の評価式が成り立つ.
k(H +M) kB(Lp(
);Lq(
))  C; k(H +M) kB(Lp(
);lp(Lq)  C:
Remark 4.5. Lemma 4.4 は Lemma 4.3 と次の表現公式を用いることで示すことが
できる：
(H +M)  =
1
 ()
Z 1
0
t 1e Mte tHV dt (M > 0;  > 0):
Outline of proof. p = 1 の場合を示せば十分である. 一般の 1  p  1 の場合は双対
性の議論と Riesz-Thorin の補間定理から得られる. f 2 C10 (
) とし,  > d4 , M > 0
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とする. Lemma 4.4 を用いると次のように評価できる.
k'(H)fkL1(
) =
X
n2Zd
k'(H)fkL1(
) 
X
n2Zd
k'(H)fkL2(
)
= k'(H)fkl1(L2) = k'(H)(H +M)(H +M) fkl1(L2)
 k'(H)(H +M)kl1(L2)!l1(L2)k(H +M) fkl1(L2)
 Ck'(H)(H +M)kl1(L2)!l1(L2)kfkL1(
):
さらに, 交換子や H +M のレゾルベントの L2-有界性を用いることで次の評価式を
得ることができる：
k'(H)(H +M)kl1(L2)!l1(L2)  C:
したがって稠密性の議論から '(H) の L1-有界性を示すことができた. 
5. Besov 空間への応用
'(H) の Lp-有界性は次のノルムを持つ Besov 空間の研究で基本的な道具となる.
(5.1) kfk _Bsp;q;V (
) =
 1X
j= 1
 
2jsk'j(H)fkLp(
)
q1=q
:
ここで, H =
p + V , f'j()gj2Z ( 2 R) を Littlewood-Paley の 2進単位分解と
する：
' 2S (R); '()  0; supp'  f : 1=2    2g;X
j2Z
'(2 j) = 1 ( > 0); 'j() = '(2 j):
偏微分方程式を研究する上で Fourier 解析は重要な役割を果たしている. しかし,
外部領域や一般領域では Fourier 変換ができないため全空間と比べて解析する方法が
確立されていない. (5.1) のノルムは 
 = Rd, V = 0 とすると全空間の通常の Besov
空間のノルム
kfk _Bsp;q(Rd) =
 1X
j= 1
 
2jsk'j  fkLp(Rd)
q1=q
と同値ノルムになることがわかる. (5.1) のノルムを導入し, Besov 空間を定式化でき
れば, Fourier 解析の代わりにスペクトル解析を使って偏微分方程式を解析できるこ
とが期待される.
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